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Для нестационарных квазигидродинамических уравнений в приближе-
нии Стокса предложено новое доказательство теоремы о диссипации
полной кинетической энергии 𝐸(𝑡). Показано, что 𝐸(𝑡) не только убы-
вает и стремится к нулю при 𝑡 → +∞, но и является выпуклой вниз
функцией.
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Введение
Линеаризованная система Навье–Стокса, называемая еще системой Стокса, бы-
ла предметом многочисленных исследований [1]. Она описывает медленные тече-
ния вязкой несжимаемой жидкости. В 1993 г. в [2] одним из авторов данной статьи
была предложена еще одна система уравнений, получившая название квазигидро-
динамической (КГД). Она также применялась при аналитическом и численном
моделировании движений жидкости. Обзоры полученных в этом направлении ре-
зультатов представлены в [3–6].
Нестационарная квазигидродинамическая система в приближении Стокса ис-
следовалась в [7,8]. Доказана теорема о диссипации полной кинетической энергии
в ограниченном объеме, установлен факт единственности классического решения,
построено решение задачи Коши.
В настоящей работе для КГД системы в приближении Стокса приведено еще
одно доказательство теоремы о диссипации полной кинетической энергии 𝐸(𝑡).
Оно позволило получить новые результаты, касающиеся неотрицательности вто-
рой производной функции 𝐸(𝑡). Таким образом, 𝐸(𝑡) не только убывает и стре-
мится к нулю нулю при 𝑡→ +∞, но и является выпуклой вниз функцией.
1. Квазигидродинамическая система в приближении Стокса. Теорема
о диссипации кинетической энергии
Квазигидродинамическая система в приближении Стокса без учета внешних










+∇𝑝 = 𝜂(︀∆?⃗? +∇ div ?⃗?)︀. (1.2)
Здесь ∆ – трехмерный оператор Лапласа,∇ – оператор Гамильтона. Коэффициент
динамической вязкости 𝜂 и характерное время релаксации 𝜏 считаются заданными





где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Система (1.1) – (1.2) замкнута относительно не-
известных функций – скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡). Без ограничения
общности постоянную среднюю плотность жидкости 𝜌 положим равной единице.
Пусть 𝑉 – ограниченная объемно и поверхностно односвязная область в евк-
лидовом пространстве R3?⃗? с кусочно-гладкой границей 𝜕𝑉 , 𝑉 = 𝑉 ∪ 𝜕𝑉 – ее замы-
кание, ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) – вектор внешней единичной нормали к 𝜕𝑉 в точке ?⃗? ∈ 𝜕𝑉 ,
𝑄 = 𝑉 × [0, 𝑇𝑓 ] – ограниченный или неограниченный цилиндр в R3?⃗? × R𝑡,
𝑄 = 𝑉 × [0, 𝑇𝑓 ] – его замыкание, 𝑇𝑓 – заданное положительное число или сим-
вол +∞, соответственно. Параметр 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ] будем интерпретировать как время.














= 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ], (1.4)
а также условием нормировки∫︁
𝑉
𝑝 𝑑𝑉 = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (1.5)
Определение 1. Решением начально–краевой задачи (1.1)− (1.5) назовем функ-
ции ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡), удовлетворяющие при всех (?⃗?, 𝑡) ∈ 𝑄 уравнениям
(1.1)− (1.2), а также условиям (1.3)− (1.5).
Изучим свойства решения (?⃗?, 𝑝) поставленной начально-краевой задачи, счи-
тая, что при некоторых ?⃗?0(?⃗?) оно существует. Это решение будем считать доста-
точно гладким, например, бесконечно дифференцируемым в 𝑄.














(︀∇⊗ ?⃗?)︀2 + 𝜂(︀div ?⃗?)︀2 + 𝜏(∇𝑝)2 (1.7)
– неотрицательная диссипативная функция,
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(∇⊗ ?⃗?) · ?⃗?)︀− (︀∇⊗ ?⃗?)︀2, (1.10)(︀
?⃗? · ∇)︀ div ?⃗? = div (︀?⃗? div ?⃗?)︀− (︀div ?⃗?)︀2. (1.11)








?⃗? · ∇𝑝)︀− 𝜂 div (︀(∇⊗ ?⃗?) · ?⃗? + ?⃗? div ?⃗?)︀ =
= −𝜂(︀∇⊗ ?⃗?)︀2 − 𝜂(︀div ?⃗?)︀2. (1.12)
Умножив теперь обе части (1.1) на 𝑝, преобразуем результат к виду
𝑝 div ?⃗? = 𝜏div
(︀
𝑝∇𝑝)︀− 𝜏(∇𝑝)2. (1.13)
Складывая (1.12) и (1.13), получим (1.6).
Для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ] на решении поставленной начально–краевой задачи







Справедлива следующая теорема о диссипации кинетической энергии.
Теорема 2. Пусть ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡), 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) – решение начально-краевой задачи











и поэтому функция 𝐸(𝑡) является убывающей.
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Доказательство. Пусть (?⃗?, 𝑝) – решение начально–краевой задачи (1.1) – (1.5).
Подставив его в (1.6), проинтегрируем полученное равенство по множеству 𝑉 .












?⃗? = 𝑝?⃗?− 𝜏𝑝∇𝑝− 𝜂(∇⊗ ?⃗?) · ?⃗?− 𝜂?⃗? div ?⃗?.
Поверхностный интеграл второго рода в левой части (1.17) равен нулю в силу
краевых условий (1.4) и свойств гладкости решения. Соотношение (1.15) непо-
средственно следует из (1.17). Неравенство (1.16) выполняется в силу неотрица-
тельности 𝛷.
2. Характер убывания кинетической энергии
Следующие результаты дают дополнительную информацию о поведении функ-
ции 𝐸(𝑡).
Теорема 3. На решении начально-краевой задачи (1.1) − (1.5) при любом 𝑡 ∈
[0, 𝑇𝑓 ] выполняются неравенства
𝑑𝐸(𝑡)
𝑑𝑡





где 𝐽(𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑒𝑀𝑡, 𝑀 – положительная константа.






𝛷 𝑑𝑉 = 𝜂
∫︁
𝑉



























Здесь было использовано (см. [9]) неравенство Фридрихса∫︁
𝑉









Оно выполняется для вектор-функций ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡), которые при фиксированном 𝑡 ∈
[0, 𝑇𝑓 ] принадлежат классу гладкости C1(𝑉 ) и обращаются в нуль на 𝜕𝑉 . Здесь 𝑐𝐹
– положительная константа, зависящая только от геометрических характеристик
𝑉 . Полагая 𝑀 = (2𝜂)/𝑐𝐹 , из (2.3) выводим (2.1).
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Неравенство (2.2) вытекает из (2.4), поскольку экспонента принимает только по-
ложительные значения.
Следствие 1. На промежутке [0, 𝑇𝑓 ] функция 𝐽(𝑡) является убывающей.
Следствие 2. При любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ] выполняется двойное неравенство
0 6 𝐸(𝑡) 6 𝐸(0)𝑒−𝑀𝑡.
Следствие 3. При 𝑇 = +∞ полная кинетическая энергия 𝐸(𝑡) убывает на про-
межутке [0, +∞) и стремится к нулю при 𝑡→ +∞.






































































































































































− div ?⃗? 𝜕
𝜕𝑡
div ?⃗? =




























































































































Сложив (2.9) и (2.13), получим (2.5).
Теорема 5. Пусть ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡), 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) – решение начально-краевой задачи















𝛷 – неотрицательная диссипативная функция, определяемая формулой (1.7). На




и поэтому функция 𝛹(𝑡) является убывающей.
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Доказательство. Если (?⃗?, 𝑝) – решение начально–краевой задачи (1.1) – (1.5), то
подставив его в (2.5), проинтегрируем полученное равенство по множеству 𝑉 . При-




















































= 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (2.18)
Условия (2.18) вытекают из (1.4) и свойств гладкости решения. Равенство (2.14)
следует из (2.17), если принять во внимание обозначение (2.15). Неравенство (2.16)
вытекает из (2.14).
Теорема 6. На любом решении (?⃗?, 𝑝) начально-краевой задачи (1.1) − (1.5) при














и поэтому 𝐸(𝑡) является выпуклой вниз функцией.







𝛷 𝑑𝑉 = −𝑑𝛹(𝑡)
𝑑𝑡
. (2.21)
Соотношение (2.19) является следствием (2.21) и (2.14). Неравенство (2.20) выпол-
няется, поскольку правая часть (2.19) неотрицательна.
Заключение
Для классической нестационарной системы Стокса функция 𝐸(𝑡) также явля-
ется убывающей и выпуклой вниз. Кроме того, она стремится к нулю при 𝑡→ +∞.
Доказательства могут быть проведены по той же схеме. Тем самым, связь меж-
ду системой Стокса и квазигидродинамической системой в приближении Стокса
становится очевидной.
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For non–stationary quasi–hydrodynamic equations in Stokes approximation
new proof of the theorem on the dissipation of total kinetic energy 𝐸(𝑡) is
proposed. It is shown, that 𝐸(𝑡) not only decreases and tends to zero under
𝑡→ +∞, but it is convex down function.
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